
Notas sobre el Caṕıtulo 1

Conceptos Matemáticos Previos

1 Vectores

El śımbolo de permutación

• El śımbolo de permutación, εijk, se define:

εijk =











0 Si i, j, k no son distintos
1 Si i, j, k es permutación par de 1,2,3
−1 Si i, j, k es permutación impar de 1,2,3

• Su empleo facilita enormemente el manejo de determinantes, empezando
por la expresión misma de éstos:
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εijka1ia2ja3k =
∑

i

∑

j

∑

k

εijkai1aj2ak3.

• Por ello, resulta también útil para trabajar con productos vectoriales. En
particular:

~ui × ~uj =
∑

k

εijk~uk, de donde :
(

~a×~b
)

i
=
∑

j

∑

k

εijkajbk,

• Dos propiedades útiles:

∑

i

εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl;
∑

i

∑

j

εijkεijm = 2δkm.
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Cambios de base

• El cambio de una base cartesiana {~ui} a otra
{

~u′
i

}

viene caracterizado
por la matriz de transformación Γ, cuyo significado geométrico es:

~u′
i =

∑

k

γik~uk.

• Esta matriz es ortogonal, es decir cumple:

∑

k

γikγjk =
∑

k

γkiγkj = δij,

su determinante vale la unidad, y su inversa es igual a su traspuesta.

• Las componentes de un vector cualquiera se transforman como sigue:

a′
j =

∑

i

γjiai. ←→ [~a]′ = Γ [~a] ,

con [~a]′ la matriz columna de las componentes de ~a en la base
{

~u′
i

}

, y [~a] lo

mismo en la base {~ui}.

• La matriz de la transformación inversa es la inversa de la de la trans-
formación directa (y por tanto es también igual a la traspuesta de ésta,
propiedad que poseen todas las matrices ortogonales).

Γ′ = Γ−1 = Γt.

2 Coordenadas curviĺıneas ortogonales

Definiciones

• Cualquier sistema de ternas (q1, q2, q3) que gozan de una relación biuńıvoca
con los puntos del espacio se llama coordenadas curviĺıneas

• Superficie coordenada: lugar geométrico de los puntos del espacio que
verifican:

qi = cte.
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• Ĺınea coordenada: intersección de dos superficies coordenadas.

• Sistema de coordenadas curvilineas ortogonales: aquél en que, en todo
punto, las tres superficies coordenadas son mútuamente perpendiculares.

Vectores de la base

• El vector unitario, ~ei, tangente a la ĺınea coordenadas i es:

~ei =
1

hi

∂~r

∂qi

, con hi =

∣

∣

∣

∣

∣

∂~r

∂qi

∣

∣

∣

∣

∣

el factor de escala.

Cada terna de vectores ~ei constituye una base ortonormal definida en un
punto del espacio. Por tanto, cualquier vector ~a puede expresarse como:

~a =
∑

i

ai~ei.

• Las derivadas de los vectores de la base valen:

∂~ej

∂qi

=
1

hj

∂hi

∂qj

~ei (si i 6= j);
∂~ei

∂qi

= −
∑

l 6=i

1

hl

∂hi

∂ql

~el.

Vectores desplazamiento y velocidad. Elementos de ĺınea

y de volumen

El vector desplazamiento infinitesimal, d~r, es:

d~r =
∑

i

∂~r

∂qi

dqi =
∑

i

hidqi~ei,

De aqúı la velocidad, el elemento de ĺınea y el elemento de volumen:

~v =
d~r

dt
=
∑

i

hi

dqi

dt
~ei; (d~r)2 =

∑

i

h2

i (dqi)
2 ;

dV = (h1dq1~e1) · [(h2dq2~e2)× (h3dq3~e3)] = h1h2h3dq1dq2dq3.
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Coordenadas ciĺındricas y esféricas

• Coordenadas ciĺındricas

q1 = r

q2 = φ

q3 = z











⇐⇒











x1 = r cos φ

x2 = r sin φ

x3 = z

Vectores tangentes a las ĺıneas coordenadas y factores de escala:

hr = 1 ←−
∂~r

∂r
= cos φ~u1 + sin φ~u2

hφ = r ←−
∂~r

∂φ
= −r sin φ~u1 + r cos φ~u2

hz = 1 ←−
∂~r

∂z
= ~u3

• Coordenadas esféricas

q1 = r

q2 = θ

q3 = φ.











⇐⇒











x1 = r cos θ cos φ

x2 = r cos θ sin φ

x3 = r sin θ.

Vectores tangentes a las ĺıneas coordenadas y factores de escala:

hr = 1 ←−
∂~r

∂r
= cos θ cos φ~u1 + cos θ sin φ~u2 + sin θ~u3;

hθ = r ←−
∂~r

∂θ
= −r sin θ cos φ~u1 − r sin θ sin φ~u2 + r cos θ~u3;

hφ = r cos θ ←−
∂~r

∂φ
= −r cos θ sin φ~u1 + r cos θ cos φ~u2.

3 Operadores diferenciales en coordenadas curvi-

lineas

• Gradiente:
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~∇Φ =
∑

i

1

hi

∂Φ

∂qi

~ei,

• Divergencia:

~∇ · ~a =
1

h1h2h3

[

∂

∂q1

(h2h3a1) +
∂

∂q2

(h1h3a2) +
∂

∂q3

(h1h2a3)

]

.

• Rotacional:

~∇× ~a =
1

h1h2h3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1~e1 h2~e2 h3~e3

∂
∂q1

∂
∂q2

∂
∂q3

h1a1 h2a2 h3a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

• Laplaciano de una función escalar:

∇2Φ ≡ ~∇ ·
(

~∇Φ
)

=

=
1

h1h2h3

[

∂

∂q1

(

h2h3

h1

∂Φ

∂q1

)

+
∂

∂q2

(

h1h3

h2

∂Φ

∂q2

)

+
∂

∂q3

(

h1h2

h3

∂Φ

∂q3

)]

.

• Laplaciando de una función vectorial:

∇2~a ≡ ~∇
(

~∇ · ~a
)

− ~∇×
(

~∇× ~a
)

.

• Derivada direccional de un escalar y de un vector:

~n · ~∇b =
∑

i

ni

hi

∂b

∂qi

;
(

~n · ~∇
)

~a =
∑

i

ni

hi

∂~a

∂qi

,

[(

~n · ~∇
)

~a
]

j
= ~n · ~∇aj +

1

hj

∑

i

ai

hi

(

nj

∂hj

∂qi

− ni

∂hi

∂qj

)

.
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4 Tensores cartesianos

Definición

Dada una base ortonormal, un tensor es un conjunto de nueve números reales
(componentes) ordenados conforme a dos ı́ndices, aij (i = 1, 3; j = 1, 3), que
al cambiar a otra base ortonormal cuya matriz de transformación sea Γ, se
transforman conforme a:

a′
ij =

∑

k

∑

l

γikγjlakl.

Ordenando las componentes del tensor en forma de matriz 3× 3, A:

A′ = ΓAΓt.

Operaciones, propiedades, definiciones

• Producto tensorial: dados Â y B̂ de rangos n y m, se llama producto
tensorial a otro tensor Ĉ de rango n + m definido:

Ĉ = Â⊗ B̂ ⇐⇒ Ci1i2···inj1j2···jm
= Ai1i2···inBj1j2···jm

.

• Contracción total de dos tensores de rango 2:

T̂ : Ŝ =
∑

i

∑

j

TijSij.

• Producto de un tensor por una vector: es un vector definido:

~y = T̂ ~x⇐⇒ yi =
∑

j

Tijxj.

Esta operación es una aplicación lineal entre vectores cuya matriz es la
del tensor.

• Todo tensor de rango 2 puede descomponerse de forma uńıvoca en la suma
de un tensor simétrico y otro antisimétrico:

T̂ = Ŝ + Â⇐⇒ Sij =
1

2
(Tij + Tji) ; Aij =

1

2
(Tij − Tji) .
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• Dual de un tensor antisimétrico Ω̂: es un vector ~ω definido:

ωi =
−1

2

∑

j

∑

k

εijkΩjk,

Dos propiedades útiles:

Ωij = −
∑

k

εijkωk; Ω̂~a = ~ω × ~a.

Diagonalización

• Dado un tensor T̂ , se llama autovector de éste a todo vector que cumpla:

T̂~v = λ~v,

y λ recibe el nombre de autovalor asociado al autovector ~v.

• Los autovalores de un tensor son las ráıces de la ecuación caracteŕıstica:

|T − λI| = 0,

Los autovectores asociados a un autovalor son las soluciones del sistema
de ecuaciones homogéneas que resulta al sustituir el autovalor en:

(

T̂ − λÎ
)

~v = ~0

Si los tres autovalores, λ1, λ2 y λ3 son reales y distintos, los correspondi-
entes autovectores constituyen una base en la que el tensor se diagonaliza:

T̂ =







λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3





 ,

• Si el tensor es simétrico se verifica:

~x ·
(

T̂ ~y
)

= ~y ·
(

T̂ ~x
)

.

y además todas las raices de la ecuación caracteŕıstica son reales. El tensor
tiene, al menos, un conjunto de tres autovectores ortogonales, pudiendo darse
los siguientes casos:
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1. Todos los autovalores son distintos. Entonces la base en que T̂ se
diagonaliza es única.

2. Hay dos raices iguales, λ1 6= λ2 = λ3, entonces todo vector perpendic-
ular a ~v1 es autovector correspondiente a λ2.

3. Los tres autovalores sean iguales, entonces cualquier vector es autovec-
tor del tensor.

5 Teoremas diferenciales

• Teorema de Gauss: dada una región R, y ~n un vector unitario definido en
cada punto de ∂R perpendicular a ella y apuntando hacia fuera de R, y dada
una función diferenciable, f(~r):

∫

R

∂f

∂xi

dV =
∮

∂R
fnidS.

• Teorema de Stokes: dada una superficie S limitada por una curva cerrada
∂S, y una función vectorial diferenciable ~a:

∑

i

∫

S





∑

j

∑

k

εijk

∂ak

∂xj

ni



 dS =
∮

∂S

(

∑

i

aiτi

)

dl,

con τi las componentes del vector ~τ , unitario y tangente a ∂S. Las ak son,
en general, las tres componentes de cualquier tensor diferenciable correspon-
dientes a un mismo ı́ndice.
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