Notas sobre el Capitulo 1

Conceptos Matematicos Previos

1 Vectores
El simbolo de permutacion
e El simbolo de permutacion, €;;;, se define:
0 Si 4,7, k no son distintos
€ijl = 1 Siz,7, k es permutacion par de 1,2,3

—1 Sit,j, k es permutacion impar de 1,2,3

e Su empleo facilita enormemente el manejo de determinantes, empezando
por la expresiéon misma de éstos:

ai; Qi A
A21 Q2 Q23| = Z Z Z €ijkA1;A2;A3, = Z Z Z €ijkAi1Qj20k3-
i j k i ik

31 Q32 Aas33 ¢

e Por ello, resulta también 1til para trabajar con productos vectoriales. En
particular:

ﬁi X ﬁj = ZEijkﬁky de donde : (CT X g)z = ZZ eijkajbk,
k ik

e Dos propiedades ttiles:

> €ijk€itm = 0;10km — OjmOki; DD €ijk€igm = 20km-
: T g



Cambios de base

e El cambio de una base cartesiana {u;} a otra {u’i} viene caracterizado
por la matriz de transformacion I', cuyo significado geométrico es:

Wi = Vil
&
e [Esta matriz es ortogonal, es decir cumple:

Z%’k%’k = Z’Ykﬂkj = 05,
k k
su determinante vale la unidad, y su inversa es igual a su traspuesta.

e Las componentes de un vector cualquiera se transforman como sigue:

=Y . —— (@' =T,

—

con [@]' la matriz columna de las componentes de @ en la base {117 i}, y [d] lo
mismo en la base {i;}.

e La matriz de la transformacion inversa es la inversa de la de la trans-
formacién directa (y por tanto es también igual a la traspuesta de ésta,
propiedad que poseen todas las matrices ortogonales).

['=T"'=T"

2 Coordenadas curvilineas ortogonales

Definiciones

e Cualquier sistema de ternas (q1, g2, ¢3) que gozan de una relacién biunivoca
con los puntos del espacio se llama coordenadas curvilineas

e Superficie coordenada: lugar geométrico de los puntos del espacio que
verifican:

q; = cte.



e Linea coordenada: interseccién de dos superficies coordenadas.

e Sistema de coordenadas curvilineas ortogonales: aquél en que, en todo
punto, las tres superficies coordenadas son mutuamente perpendiculares.

Vectores de la base

e El vector unitario, €;, tangente a la linea coordenadas i es:

. 1 or or

€ = h_z 90 con h; = 0
Cada terna de vectores €; constituye una base ortonormal definida en un

punto del espacio. Por tanto, cualquier vector @ puede expresarse como:

i

el factor de escala.

e Las derivadas de los vectores de la base valen:

€ (sii+#7); =— — €
an h aq] ( #9) 9 1% hy Oq :

Vectores desplazamiento y velocidad. Elementos de linea
y de volumen

El vector desplazamiento infinitesimal, dr’, es:

dr = Z g—; dg; = Z h;dq;€;,

De aqui la velocidad, el elemento de linea y el elemento de volumen:

@1

=SS = TR

dV = (hidqi€1) - [(hadga€s) X (hsdgs€s)] = hihaohsdgidgadys.



Coordenadas cilindricas y esféricas

e (Coordenadas cilindricas

Gi= T Ty = TCOSQ
G= ¢ p<=< Ta= rsing
qg3 = < T3 = 2

Vectores tangentes a las lineas coordenadas y factores de escala:

or
h,=1 «— — =cos¢u; + sin¢us
or
or S .
hg=1r +— a—¢:—rs1n¢u1+rcos¢u2
or
h,=1 «— — =1
z aZ 3
e Coordenadas esféricas
G =r x1 = 7rcosfcoso
@= 0 <= x3= rcosfsing
G = o. r3 = rsinf.

Vectores tangentes a las lineas coordenadas y factores de escala:

or
hy =1 «— a—:cosﬁcosgzﬁﬁl—l—cos@sinngﬁQ—l—sin@ﬁg;
r
or . . o .
hg =r +— %:—rsm@cosgbul—r51n631n¢u2+7‘c030u3;
hy =rcost «— a—¢:—rcos@smqbul+rcos@cosqbu2.

3 Operadores diferenciales en coordenadas curvi-
lineas

e Gradiente:



Vo = Z; g(b €,

e Divergencia:

A= hah —— (Inh hihgas)|
V-a il laQI( ohzay) + 90 (h1hsas) + 8q3( 1 2&3)]
e Rotacional:

1 hi1€1  he€y h3€s

ﬁx 8 o) o)

9q2 O3

h1h2h3 hlal o0y hsas

e Laplaciano de una funcion escalar:

v2q>zﬁ-(ﬁq>):
1 [i <h2h38_<1>>+i<h1h38_<1>>+ ? <h1h28®>]
hihahs 8q1 hy aﬂh 8q2 ha aﬁh 8 hs 8q3 '

e Laplaciando de una funcién vectorial:

v2d zv(v a) 6><(6><a).

e Derivada direccional de un escalar y de un vector:

- i Ob L2 - i 0d
ALY 7S (7-9)a= 255
L=\ o L o= 1 ; Oh; oh;
(7 9)a], =1+ S (G = niG).



4 'Tensores cartesianos

Definicion

Dada una base ortonormal, un tensor es un conjunto de nueve niimeros reales
(componentes) ordenados conforme a dos indices, a;; (1 =1,3;7 = 1,3), que

al cambiar a otra base ortonormal cuya matriz de transformacion sea I, se
transforman conforme a:

a;j = Z Z YikVj1OkL-
kol
Ordenando las componentes del tensor en forma de matriz 3 x 3, A:
A" =TAI".

Operaciones, propiedades, definiciones

e Producto tensorial: dados A y B de rangos n y m, se llama producto
tensorial a otro tensor C' de rango n 4+ m definido:

C=A®B <= Ciiyinjijorin = Airigin Bjijajum-
e Contraccién total de dos tensores de rango 2:

Tg:ZZﬂ]SZJ
iog

e Producto de un tensor por una vector: es un vector definido:

J

Esta operacién es una aplicacion lineal entre vectores cuya matriz es la
del tensor.

e Todo tensor de rango 2 puede descomponerse de forma univoca en la suma
de un tensor simétrico y otro antisimétrico:

A ~

T=S+A8;= (Ty; — Ty) -

N | =

1
2 (T35 + Ti) ; Aij =



~

e Dual de un tensor antisimétrico 2: es un vector & definido:

—1
Wi = 7 Z Z Ez'ijjka
J

Dos propiedades ttiles:

Qij = —Zeijkwk; Qd =0 x d.
k

Diagonalizacion

e Dado un tensor T, se llama autovector de éste a todo vector que cumpla:
T7 = A7,

y A recibe el nombre de autovalor asociado al autovector v.

e Los autovalores de un tensor son las raices de la ecuacién caracteristica:

T — \| =0,

Los autovectores asociados a un autovalor son las soluciones del sistema
de ecuaciones homogéneas que resulta al sustituir el autovalor en:

(T—M)v=0
Si los tres autovalores, A1, Ay y A3 son reales y distintos, los correspondi-
entes autovectores constituyen una base en la que el tensor se diagonaliza:

(M 00
T=10 X 0],
0 0 X

e Si el tensor es simétrico se verifica:

7 (T§) =g (TF).
y ademas todas las raices de la ecuacién caracteristica son reales. El tensor

tiene, al menos, un conjunto de tres autovectores ortogonales, pudiendo darse
los siguientes casos:



~

1. Todos los autovalores son distintos. Entonces la base en que T se
diagonaliza es tnica.

2. Hay dos raices iguales, \; # Ay = A3, entonces todo vector perpendic-
ular a v} es autovector correspondiente a .

3. Los tres autovalores sean iguales, entonces cualquier vector es autovec-
tor del tensor.

5 Teoremas diferenciales

e Teorema de Gauss: dada una regién R, y 7 un vector unitario definido en
cada punto de OR perpendicular a ella y apuntando hacia fuera de R, y dada
una funcién diferenciable, f(7):

/R ggi AV = 74@ _fnids.

e Teorema de Stokes: dada una superficie S limitada por una curva cerrada
0S5, y una funcién vectorial diferenciable a:

aak .
> /S (; ;%a—%m) as=§ (Z am) dl,

con T7; las componentes del vector 7, unitario y tangente a 0S. Las a; son,
en general, las tres componentes de cualquier tensor diferenciable correspon-
dientes a un mismo indice.



