Appendix A

Breve repaso de las ecuaciones
de la mecanica de fluidos

A.1 Derivadas materiales y teorema del trans-
porte de Reynolds

Definimos una particula de fluido como una porcion infinitesimal de éste que,
aunque al moverse cambie de posicién, tamano y forma, siempre contenga la
misma sustancia.

Si la particula posee una cierta cantidad de una magnitud fisica escalar,
a, el ritmo total de variacion que esa magnitud sufre se evalua mediante un
operador que recibe el nombre de deriwada material o derivada lagrangiana,
y se suele denotar Da/Dt. Como, en general, « es funcién de la posicién y
el tiempo [« = «(t, 7)], la derivada material viene dada por:

Da O« -~

Desde un punto de vista fisico el primer término del segundo miembro,
que recibe el nombre de derivada euleriana, da cuenta del hecho de que «
varia con el tiempo en cada punto fijo del espacio, es decir, cuantifica la
variacién intrinseca de « en el punto que ocupa la particula en el instante
t. Por su parte, el segundo término da cuenta de que, como en general la
particula se esta moviendo, « variara debido a que durante el tiempo dt la
particula se esta desplazando a otro punto préximo en el que « tiene, en
el mismo instante, un valor distinto del que tenia en el punto incial. Para

89



90 APPENDIX A. ECUACIONES DE LA MECANICA DE FLUIDOS

entenderlo mejor, considérese el caso en que el campo « es estacionario, es
decir, no varia con el tiempo en un punto fijo y por tanto da/0t = 0, a pesar
de lo cual a varia debido al movimiento de la particula. Esta variacion es
precisamente la que es cuantificada por el término advectivo.

Para una magnitud vectorial, la derivada material viene dada por:

Da  od

con (- ﬁ) el operador definido ), via%i en coordenadas cartesianas.

Consideremos ahora una porcion finita de material constituida por un
conjunto concreto de particulas de fluido, un trozo de fluido. La regién del
espacio, R(t), que éste ocupa, en general, variard con el tiempo. Sea una
magnitud fisica extensiva, A, definida en el seno del fluido. La cantidad de
esa magnitud contenida en un instante dado en el trozo de fluido, A(?), viene
dada por:

At) = /R Py

donde a(t, 7) es el campo de densidad de esa magnitud: a(t, ) = dA(t,7)/dV .

Al cabo de un tiempo, el trozo de fluido se habrd movido y su forma y
volumen habran cambiado. También la cantidad que posee de la magnitud
considerada habra variado por haberlo hecho la de cada una de las particulas
que la componen. El teorema del transporte de Reynolds establece cuanto
vale esta variacion:

DA Da -
— = — V-7)dV A3
0, lo que es lo mismo:
D Jda =
— a(t,7)dV = / [— +V- (aﬁ)] av (A.4)

Para entender el significado de cada término de esta expresion aplicamos
el teorema de la divergencia al segundo de dentro de la integral obteniendo:

D 0 o
Z | at,P)dv = / Pav + ?{ ai - dS,
Dt J e r@t) Ot OR(t)
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que nos dice que el ritmo al que cambia la cantidad de magnitud A tiene dos
contribuciones:

1. La integral extendida a la region que el trozo de fluido ocupa instan-
taneamente, R(t), del ritmo al que cambia a. Esta integral da cuenta
del cambio de A debido a que a cambia localmente en cada punto de
dicha region.

2. El flujo neto de a a través de la superficie OR(t) que limita a R(t). Este
término da cuenta de la variacién de A debida a que éste R(t) cambia
(se desplaza y/o se deforma).

Para el caso de una magnitud vectorial, la expresién del teorema de
Reynolds es:

DBt R(t) = /R(t) {% N <ﬁ. 6) ira (6 . Uﬂ v 49

A.2 La ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad es la expresion matematica de la conservacion de
la masa para un fluido.

Consideremos una porcion finita de material de fluido que en un instante
dado ocupa una regién del espacio R(t). Su masa es:

M = / pdV
R(t)

que, como se conserva, debe verificar que DM /Dt = 0, o sea:

op = _,]
— + V- (p0)|dV =0
/R(t)[at (o)

Como esta expresion es valida para cualquier porcion de fluido, el inte-
grando debe ser nulo:

dp = o
i + V- (p?) =0, (4.6)

que es la ecuacion de continuidad.
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A.3 El tensor de esfuerzos

Las fuerzas que una particula de fluido puede sufrir se clasifican en dos tipos.

En primer lugar estdn las fuerzas de volumen, que son ejercidas por
agentes externos y actuan sobre la totalidad del volumen de la particula;
un ejemplo tipico es la fuerza de gravedad.

El otro tipo, las fuerzas de superficie, son ejercidas sobre cada elemento
de fluido por los elementos adyacentes a él, y lo hacen actuando a través de
la superficie comtn que los limita. Son debidas al transporte de momento a
nivel microscopico en el seno del fluido.

Dado un elemento de superficie situado en un punto del espacio 7 y ori-
entado segun la direccién y sentido del vector unitario i, se define el esfuerzo
ejercido a través de ella, f(ﬁ, 7), como la fuerza por unidad de drea ejercida a
través de dicho elemento por el fluido situado en la regién del espacio hacia la
que apunta 77 sobre la que se encuentra al otro lado. Un ejemplo de esfuerzo
es la presion.

Los esfuerzos se caracterizan mateméticamente mediante un tensor lla-
mado “tensor de esfuerzos” T, de modo que el esfuerzo realizado a través de
un elemento como el anteriormente descrito es:

ﬂﬁv ) = T(F)ﬁ7

por tanto, dado un elemento de superficie ds = nidS, la fuerza total que
ejercen las fuerzas de superficie a través de él es:

dFs = idS = TdS =Y &Y Tym,dsS.
i J

A la vista de esto se puede decir que la componente cartesiana del tensor
de esfuerzos, T;;, es la componente segin el eje z; del esfuerzo ejercido a
través de un elemento de superficie orientado segtn el vector de la base €;.
Este tensor es simétrico.

Los elementos de la diagonal de la matriz que representa al tensor de
esfuerzos se llaman esfuerzos normales, ya que T;; es la componente normal
del esfuerzo que actia sobre un elemento de superficie orientado perpendic-
ular al eje X;. El resto de los elementos de la matriz se llaman esfuerzos
tangenciales o de cizalladura (“shear stress”).

Vamos a ver ahora qué forma tiene el tensor de esfuerzos, para ello nos
basamos en varios hechos experimentales:
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1. En equilibrio, cualquier elemento de area del fluido experimenta una
fuerza perpendicular a ella, compresiva e independiente de su orientacion.
Por tanto, en equilibrio:

T,; = —pdi; = T = —pl

con p la presién hidrostatica.

En general T puede escribirse de la siguiente forma:

T=—pl+W (A.7)

con W el llamado tensor de esfuerzos viscosos, que da origen a fuerzas
tangenciales.

2. S6lo deben existir fuerzas internas de friccién (esfuerzos tangenciales)
cuando un elemento de fluido se mueva respecto a los adyacentes. Esto
quiere decir que W debe depender de las derivadas espaciales de la
velocidad.

Si los gradientes de velocidad en el seno del fluido son pequenos, las
fuerzas viscosas dependeran sélo de las derivadas primeras; un fluido de este
tipo se llama newtoniano.

Por otra parte, si el movimiento del fluido es de rotacion rigida no deben
aparecer esfuerzos viscosos, ya que no hay deslizamineto de unos elementos
respecto de los adyacentes; por tanto, los esfuerzos viscosos no pueden de-
pender de combinaciones de las derivadas espaciales de la velcidad del tipo
Qj; = (0v;/0x;) — (Ovj/0x;), lo que por otra parte era de esperar, ya que,
segun se ha dicho, T es simétrico.

Teniendo en cuenta estas propiedades se puede demostrar que W;; tiene
la forma:

8’UZ' 8’1)]' 8vk =
o ks — 918, - T) 8i;
Wi = 1 <8:Ej + 03:,-) + A gk o, dij wSi; + A (V v) )

O sea:

W:2u5‘+/\(ﬁ-ﬁ)f (A.8)
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con S el tensor de deformaciones o tensor de cizalladura, p €l coeficiente de
viscosidad dindmica, y X el coeficiente de viscosidad dilatacional. Este ultimo
nombre se entiende al tener en cuenta que si 0V es el volumen de una particula
de fluido, la variacién de su volumen con el tiempo es: 1 D(6V)/Dt = V-7
(lo que puede obtenerse haciendo « = 1 en la expresién (A.4)). Otro modo

de escribir el tensor de esfuerzos viscosos es:
. W l/s ) - TN
W =2u [S—g(v-v>l} +C(V-U>I

con ( = A+ % 1. La primera parte de esta expresion tiene traza nula. También
tiene la propiedad de que se anula para un fluido que se dilata simétricamente,
o sea de modo que todas las derivadas de la forma Ov;/0x; sean iguales, y
que todas las Ov;/0z; sean nulas para i # j. Como en este caso no deben
existir fuerzas de friccién, ya que no hay deslizamiento de unas partes del
fluido respecto a otras, debe verificarse que ¢ = 0 (fluidos maxwellianos) y
por tanto:

W = 2u [S—é(ﬁ-ﬁ)f] (A.9)

A.4 La ecuacion del momento

Expresa la ley fundamental de la dindmica para un fluido: la variacién total
del momento de una porciéon material de fluido es igual a la suma de las
fuerzas que actian sobre él. Calculemos primero la variacién del momento:

DP D

0 . .
— = — pﬁdV:/ [—p17+17-V pU+pUV-17]dV
Dt = Di Jo 5+ @+

que, teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad (A.6) es:

DP o -
i - -V ) 7| dv
Dt /R(t) [p FT (” V) U]

Evaluemos ahora las fuerzas que actian sobre la porcion material. La
fuerza total es:
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/ p fdv+7§ TdS
R(t) AR(t)

con f las fuerzas de volumen ejercidas por unidad de masa. El segundo
término representa la accién de las fuerzas de superficie que actian sobre
la superficie que limita el volumen material. Se trata de un vector cuya
componente % es:

f TdS f > Tyn;dS = f t-dS
AR(t OR(t) R(t)

siendo 77 el vector unitario en la direccién y sentido del elemento de superficie
ds , v t; el vector cuyas componentes son la fila i de la matriz que representa
T, es decir, la fuerza total ejercida por las fuerzas de superficie sobre una
superficie normal al eje X;. Aplicando el teorema de la divergencia:

?{ TdS / V- dV
AR(t

f{ TdS = V-Tdv
AR(t) R(t)

donde hemos definido la divergencia de 7" como un vector cuya componente
1es V-t
La ecuacién del momento queda, finalmente:

y por tanto:

—»

8t

que se conoce como ecuacton de Cauchy. Sustituyendo la expresion de T
(A.7):

U g V)T =pf+ VT (A.10)

—»

P ot
Para un fluido newtoniano (y maxweliano), teniendo en cuenta (A.9), el
ultimo término vale:

—i-p(v V)i=pf—VP+V-W (A.11)

Lo 1 = /o
VW = v+ 2u (v-7) (A.12)
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Si el fluido es incompresible, lo que es razonable para liquidos y para gases
que se mueven con velocidades mucho menores que la velocidad del sonido:

— . 5 1 o
% +(T-V)o=f— ;vav?ﬁ (A.13)

con v = p/p el coeficiente de viscosidad cinemdtica. Esta ecuacién se conoce
como ecuacion de Navier-Stokes.

A.5 La ecuacién de la energia

Si e es la energia interna especifica, la ecuacién de la energia en forma integral
es:

D ]_ - a3 - -
= p<e+—v2) dV:/ pf-ﬁdv+7( ﬁ-(TdS)—% 7-dS
Dt Jry 2 R(t) OR(t) OR(t)

con ¢ el vector flujo de energia, que tiene en cuenta pérdidas de energia por
conduccién y radiacién. Puede demostrarse de modo sencillo que /- (ng ) =
(Tﬁ) -dS , por lo que, aplicando el teorema de la divergencia, los dos tltimos
términos del segundo miembro quedan:

jiR(t) v <Td§> - fi’)R(t) 7-d5 = jiR(t) (Tﬁ - q_) 45 = /R(t) v (Tﬁ - q) v

con lo que la ecuacién de la energia en forma diferencial queda:

ot 2

Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad (A.6) obtenemos la llama-
da ecuacion de la energia total, que nos da la variacion total de la energia en
el fluido:

8 1 = 1 A —
— <p6+—pv2) +V- [p (e-l—;ﬂ)ﬁ’—Tﬁ—i—q‘] =pf v

D 1 L LN
= <e+§v2) —pf TV (Tﬁ) _V-q (A.14)

El primer miembro expresa la variacién de energia total en el fluido.
En el segundo miembro se incluyen las causas de esta variacion: la potencia
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realizada por las fuerzas de volumen, la realizada por las fuerzas de superficie,
y el ritmo de pérdida de energia debida a flujo conductivo y radiativo.

Como esta ecuacién nos da la variacién de la energia total del fluido, no
nos dice, por separado, qué causas producen variacién de la energia interna
y qué causas de la energia cinética. En lo que sigue vamos a desdoblar esta
ecuacion en dos, una para la variacién de cada una de estas contribuciones a
la energia.

Para estudiar la variacién de la energia cinética recurrimos a la ecuacién
del momento (A.10). MultiplicAndola escalarmente por ¥ se obtiene:

D (1, L e N

que expresa el teorema de las fuerzas vivas incluyendo la variacién de energia
mecdnica debida al trabajo realizado por las fuerzas de superficie. Si las
fuerzas de volumen son conservativas, entonces f = —Vw y esta ecuacion
queda:

D (1 Loy L
P (51}2 +w> = (V : T) -, (A.16)

es la ecuacion de la energia mecdnica.
Para obtener la ecuacién que nos de la variacién de la energia interna,
restamos (A.15) de la ecuacién de energia total (A.14):

pg—jzﬁ-(fﬁ)—ﬁ-(ﬁ-f)—ﬁ-a

0, lo que es lo mismo:

De
"Dt

es la ecuacion de la energia del gas. La operacién “contraccién” se define
T:5=522;TiSi-

Esta ecuacién nos dice que la energia interna del fluido varia a causa del
trabajo realizado por las fuerzas internas (de superficie) y por la pérdida por

transporte radiativo y conductivo. Teniendo en cuenta la expresion de T
(A.7) queda:

=T7:5-V.q, (A.17)

p— =—PV-T4+0-V -7 (A.18)
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El primer término es la potencia realizada por la presion, y el dltimo la
energia perdida por transporte radiativo y conductivo. ® = W :Sesla
llamada funcién de disipacién. Esta funcién es siempre positiva, y da cuenta
del trabajo realizado localmente por las fuerzas tangenciales (de friccién),
que al ser positivo siempre aumentard la energia interna del gas, o sea su
temperatura. La disipacién se comporta como una fuente de calor.

En resumen: la ecuacién de energia total (A.14) nos expresa la variacion
total de la energia en el fluido. Esta variacién se debe a la potencia realizada
por las fuerzas de volumen mas la realizada por fuerzas de superficie mas
la que se pierde por transporte conductivo y radiativo. La primera de ellas
se invierte integramente en variar la energia cinética (A.15), y la dltima en
variar la energia interna (A.17). En cuanto a la potencia total desarrollada
por las fuerzas de superficie, es V- (Tﬁ), y se puede descomponer en la suma
de dos términos: (6 . T) -Uy T:8 , que indican la contribucién de este
tipo de fuerzas a la variacién de energia mecdnica [(A.15) y (A.16)] y del
gas (A.17), respectivamente. El primer término es, por tanto, el ritmo al que
otras partes del fluido realizan trabajo sobre una particula de fluido, mientras
que el segundo es la potencia desarrollada por las fuerzas internas en el seno
de la particula, y se puede dividir a su vez en: —PV - U, trabajo realizado
por la presién (debido a cambio de volumen), y & = W:S > 0, la funcién
de disipacién viscosa (A.18).

A.6 La velocidad del sonido: choques y con-
dicién de incompresibilidad

Si en un medio homogéneo aplicamos una pequefia perturbacion, ésta se
propagara por el medio a una cierta velocidad, cs, dada por:

o _ AP
S dp’

que recibe el nombre de velocidad del sonido. En realidad, ¢, tiene un signifi-
cado mas general que el introducido aqui: se trata de la velocidad con que
se propaga la informacin en el medio, y por tanto da una idea de la rapidez
con la que éste responde a un estimulo externo. Por ejemplo, si el medio
tiene un tamano caracteristico L, el tiempo que tarda un cambio inducido
en una regién de él en afectar al resto del medio es ~ L/c,. Otro modo de

C
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verlo es que si le aplicamos al medio una perturbacién variable en una escala
de tiempo T, entonces si T > L/cs, el medio en su conjunto es capaz de
irse acomodando al nuevo estado, conservando su propiedad de homogenei-
dad (aunque variable), pero si T' < L/c, entonces el medio no es capaz de
ajustarse como un todo al nuevo estado impuesto, cada regién variard sus
magnitudes fisicas de modo distinto y se perderd la homegeneidad.

Si ejercemos una perturbaciéon muy répida (o muy intensa) en un flu-
ido, entendiendo por esto que la velocidad inducida por ella en el material
cumpla v > ¢,, es decir, se producen flujos supersénicos, entonces aparecen
choques. Como ese movimiento supersénico es mas rapido que el de flujo de
la informacién, el material que se encuentra delante de la propagaciéon no
tiene forma de saber que se le acerca material en un estado diferente (incluso
muy diferente) de aquel en que él se encuentra, y entonces se produce un
salto brusco en las magnitudes fisicas de fluido (un frente de choque). Desde
un punto de vista matemético (es decir, del modelo de medio continuo) lo
que sucede es que aparece una discontinuidad en los campos que describen
los valores de las magnitudes fisicas; desde el punto de vista fisico lo que
ocurre es que hay una variacién grande de las magnitudes en una distancia
del orden del camino libre medio de las particulas. Puede demostrarse que la
relacion entre los valores de las magnitudes fisicas a un lado y otro del frente
de choque son:

v M{(y+1) _p Py 2yMP-—(v-1)

UQ_(’y—l)M12+2_p1’ 2 v+1

b

Ty _ [29M? = (v = 1)][(y = DM} +2]
T (v+ 1)2M12

con M; = vy/cs; el llamado nimero de Mach, y donde el indice 1 indica
que se trata de magnitudes medidas en el medio pre-choque, el 2 en el
post-choque. Estas expresiones se conocen con el nomnbre de ecuaciones
de Rankine-Hugoniot.

Una vez entendido el concepto de velocidad del sonido, es sencillo deducir
en qué condiciones un fluido puede ser considerado incompresible. Suponga-
mos que las acciones externas producen en el fluido variaciones de densidad
del orden Ap, podremos considerar que el fluido es incompresible cuando se
verifique:
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A
2P«
P

Las variaciones de densidad estdn intimamente ligadas a las de presion,
y la relacion entre ambas se verifica a través de la velocidad del sonido. En
efecto, de la definicion de ésta:

AP ~ c2Ap.

Ahora bien, si despreciamos las fuerzas viscosas y asumimos que no hay
fuerzas externas (aproximaciones ambas que son razonables en las circunstan-
cias que estamos suponiendo), la ecuacién de Cauchy (A.11) puede escribirse:

Dv =
"D =P
y como:
Dg| V?
Dt L’

con V la escala tipica de los valores de la velocidad del fluido, ello nos per-
mite obtener una expresién para el orden de magnitud de las variaciones de
presién:

AP ~ pV?,

de donde resulta que:

con M =v/c, el llamado nimero de Mach.
Por tanto, un fluido puede considerarse incompresible cuando M? < 1,
es decir, cuando su velocidad es subsénica.



